Chapitre 1

La construction de ’ensemble des nombres
réels R

1.1 Introduction

Deés le collége, on apprend & manipuler les racines carrées, en particulier en relation avec le théoréme de Pythagore.
Le lycée fait ensuite la part belle aux études de fonctions définies sur R éludant la réalité d’un nombre réel pour n’en
conserver que I’aspect purement intuitif. Il peut alors sembler curieux d’apprendre ce qu’est une fonction continue, qui,
dans I'esprit posséde une courbe "tragable" sans lever le crayon.sans se poser la question de la continuité de ’ensemble de
départ qu’est R.La continuité d’une fonction suppose que sur un intervalle donné, la courbe ne posséde pas de trou,.mais
si c¢’était 'intervalle de départ qui possédait des trous? ? ? Il en serait sans doute de méme de la courbe. Si on trage une
courbe dont I’ensemble de départ est une partie de Q, la notion de continuité n’a aucun sens.

Cette démarche fut similaire dans I’histoire de math, c’est a dire que 'idée de continuité de R a de loin précédé sa
construction rigoureuse. Un des premiers problémes qui se posérent aux mathématiciens grecs fut de construire, a partir
d’un carré, un carré d’aire double. Quelle doit étre la longueur du coté de ce nouveau carré ?

Les mathématiciens de 'antiquité, qui attendaient bien évidemment un résultat numérique sous forme décimale s’aper-
gurent, mais aprés de longues recherches, que le probléme n’avait pas de solution. On pouvait certes construire ce carré
en utilisant la diagonale du premier, mais cela ne répondait pas a la question numérique; et pour cause, il n’y a pas,
et vous le savez bien, de solution, puisque v/2 n’est pas un nombre rationnel. Nous en devons la démonstration, donnée
ci-dessous, aux Pythagoriciens (VI siécle avant Jésus-Christ).

1.1.1 Irrationnalité de /2

Il s’agit de démontrer qu’il n’existe aucun nombre rationnel g tel que ¢? = 2.

Lemme 1.1. Nous aurons besoin de la proprité suivante :
pour tout entier naturel n,n> est pair si et seulement si n Uest.
Vn € N,n? pair < n pair.
Condition nécessaire : Procédons par contraposition en supposant n impair.
1l existe donc un entier k tel que n = 2k + 1
n=2k+1=n%=4k>+4k+1
= n? =2 (2k* 4 2k) + 1. Ainsi, il existe k' entier tel que n* = 2k' +1 avec ( k' = 2k® + 2k qui est entier)

On a donc démontré que n impair = n? impair qui prouve par contraposition que n* pair = n pair.
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Condition suffisante : n pair = n = 2k donc n? = 2 x 2k? avec 2k? entier. donc n? est pair aussi.

Démonstration

Démontrons maintenant la propriété proprement dite, et supposons qu’il existe un tel rationnel et que 7 soit son

représentant irréductible.

a\?2 . . ..
On a donc <Z> = 2 avec a et b premiers entre eux, c’est & dire ne possédant pas de diviseur commun autre que 1.

Retenons en particulier, car ce sera la clé de la démonstration qu’ils ne peuvent pas étre pairs tous les deux.

a\2 . . . .
(6) =2 = a2 = 2b% qui est un nombre pair. D’aprés le lemme ci-dessus, a est donc pair.

2 4k2
Ainsi, a = 2k et donc (%) =2= biz = 2 donc 2b? = 4k2.

On en déduit évidemment que b? = 2k? qui est pair et donc que b est pair d’aprés le lemme.

La contradiction apparait alors facilement puisque a et b étant tous deux pairs, — n’est pas irréductible.

b

1.1.2 L’idée de Dedekind

Dedekind, mathématicien allemand né en 1831 et mort en 1916, utilisa la représentation des nombres sur une droite,
la droite numérique a laquelle nous sommes maintenant habitués, pour visualiser les nombres qu’il connaissait & ’époque :
les entiers et les rationnels. Il remarqua en particulier, que, aucun rationnel n’ayant 2 pour carré, si on représente les
rationnels sur cette droite, on aura forcément un petit trou a endroit de /2 (attention cette notation n’existe pas encore).
Et, p et ¢ étant deux rationnels encadrant cette valeur, méme si Q est dense, c’est & dire qu’on peut placer une infinité
de rationnels entre p et ¢, aucun ne viendra "boucher exactement" le trou en /2.

C’est ce besoin de continuité qui 'amena & concevoir le nombre réel ; mais comment le définir exactement et surtout
rigoureusement, ?

1.1.3 Les coupures de Dedekind

Dedekind eut alors 'idée d’appeler coupure (nous en verrons une définition rigoureuse et plus générale ultérieurement),
I'ensemble de rationnels défini par exemple par : S 5 = {x €eQt,z? < 2} UQ™ Remarquons tout de méme que les réels
n’étant pas encore définis, cette notation /2 n’a aucun sens et S /3 est en fait un anachronisme. De plus, toujours en
utilisant un vocabulaire encore interdit (car utilisant des concepts non encore définis) S 5 est I'ensemble des rationnels

contenus dans 'intervalle ]—oo; V2 D On concoit que cette coupure définit le nombre /2 bien que celui-ci n’appartienne
pas a la coupure. On aurait envie de dire qu’il en est la borne supérieure, mais la encore, cela suppose le nombre réel
défini. On montrera méme que cette coupure définit d’une maniére bijective ce nombre, c’est & dire qu’a /2 correspond
la coupure S 5 et qu’a S 3 correspond le réel V2. Cest cette correspondance bijective qui permettra de donner comme
définition de v/2, la coupure S /3 - Un réel (irrationnel ici) est défini comme un ensemble infini de rationnels. C’est certes
un peu abstrait, mais seule I'efficacité compte, et ici, elle est grande.

Ce n’est pas la premiére fois qu'une correspondance bijective permet d’assimiler des objets d’essences différentes. Par
exemple le point se confond avec son couple de coordonnées cartésiennes, le complexe avec son couple partie réelle, partie
imaginaire, mais aussi avec le couple module argument (modulo 27). Dans @, on confond aussi le rationnel § avec le

couple (p, q) . Bref, ici, on confondra v/2 et Sz
Mais Dédekind eut aussi I'idée de coupures plus simples ; par exmple, 7 érant un rationnel quelconque, on peut définir

la coupure S, = {z € Q,z < r}. De la méme maniére que S /5 bermettait de définit V2, S, permettra de définir r. On
voit donc que les coupures permettront aussi de redéfinir les rationnels en tant que réels.
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Il est important de bien remarquer dés maintenant que la coupure S 5, ensemble de rationnels, ne posséde pas de plus
grand élément, ni de borne supérieure dans Q. La coupure S, , elle, ne posséde pas de plus grand élément mais posséde
une borne supérieure dans Q.

Cette non existence de plus grand élément sera en effet une des propriétés qui permettront de définir les coupures.
1.1.4 Quelques propriétés de S 5
Proposition 1.1. S 5 = {z € QF,z? <2} UQ™, ne posséde pas de plus grand élément.

Démonstration

Par I'absurde; Soit M le plus grand élément de S 5. On a alors M € Q et M 2<2

On a de plus M > 0 (car 0 € S 5 et M étant le plus grand ¢lément de S 5, M > 0)

M(M?*+6
Posons a = 3M2J:r2 et montrons que a € S\/E et a > M.
M(M?+6) 2M (2—M?) 9
Eneﬁet,a—M:W—M:W.OrM <2=a—M >0donca> M.

2 3
2 _ [ M(p12+6) _ MS—eMit1am—g _ (M*-2)
De plus, a* — 2 = < 3M?+2 —2= (3M2+2)2 T (3M2+2)?

OrM2<2:>a2—2<Odonca€Sﬁ.

a €S et a>M contredit I'hypothese : M est le plus grand élément de S 5.
Proposition 1.2. § 5= {:c €eQt,z2?2 < 2} UQ~, ne posséde pas de borne supérieure dans Q

La proposition énoncée ci-dessus est fondamentale, méme si sa démonstration présente peu d’intérét. Elle prouve en
effet qu'un ensemble de rationnel, non vide et majoré peut n’avoir pas de borne supérieure; c’est dans 'esprit a cause
de cette lacune que Q présente des discontinuités. Nous verrons par contre que dans R, toute partie non vide et majorée
posséde une borne sup. En ce qui concerne S 5, considéré cette fois comme un ensemble de réels (et non plus de rationnels),

on démontrera qu’il admet une borne supérieure dans R. Celle-ci est v/2 vous 'aviez compris.

Démonstration

Rappelons que la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit des majorants de 'ensemble. S 5 n’ayant pas de plus
grand élément, le plus petit majorant, s’il existe et est rationnel, ne peut pas appartenir a S 5. C’est donc forcément
un rationnel positif dont le carré est supérieur ou égal a 2. I’idée de la démonstration est alors de montrer dans un
premier temps que tous les rationnels positifs dont le carré est supérieur ou égal & 2 sont des majorants de S /5; on
x> 2
dirait aujourd’hui : >0 =>z>42.
zeQ

Puis on procédera par I'absurde en supposant que yg est la borne supérieure rationnelle de S, 5 et on montrera qu'il
existe un rationnel y positif, dont le carré est supérieur a 2 (c’est donc un majorant de S \/5), et inférieur a 1. Cela
contredit évidemment ’hypothése yo borne supérieure de S 5.

% Montrons donc que tous les rationnels positifs dont le carré est supérieur ou égal a 2 sont des majorants de S 5.

22 <2
Y>> 2

y>0

En effet, soit y un tel nombre, c’est a dire { 2 >2 0 alors pour tout x de S\/g, { = 22 < g?

Or y > 0; on a donc o soit z < 0 et donc forcément x < 0 < y donc x < y
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o soit z > 0 et alors 22 < y? = z < y (propriété de Q)
Dans tous les cas, donc pour tout = de S 5 on a y > z. Donc y majore S s5.

% Supposons maintenant que le rationnel yo soit la borne supérieure de S 5.0n sait qu’alors yo € Q et y2>2.0na
méme y3 > 2(car aucun rationnel n’a 2 pour carré) et yo > 0.

Soit y un autre majorant rationnel de S /a- Montrons qu’on peut trouver 0 < y < yo, c’est a dire a € Q7 tel que
Y = Yo — a. qui majore encore S ;5. Pour cela, trouvons un a tel que : (yo — a)2 >2avecyp —a > 0= a < yp.

En effet, (yo — a)® > 2 < 42 — 2ayo + a2 > 2
& 2ayo < Y2 —2+a?
Si on choisit a tel que 2ayy < y2 — 2, on a y2 — 2ayo — 2 > 0 = 42 — 2ayo — 2 + a® > a?

= (yo —a)® > a? + 2 donc (yo — a)® > 2

2

Ainsi, en choisissant 0 < a < yozi on est assuré que (yo — a)® > 2 (on pourra vérifier qu'on a alors y = yo — a > 0)
Yo
. . y? > 2 .
Cette condition suffisante étant remplie on a alors y>0 donc y majore S s.

Comme de plus { Z i go BN Yy < Yo, Yo N'est plus la borne supérieure de S /3 ce qui contredit I'hypothese.

22
Il reste & justifier que ce choix de a € ]0; y02 [ est possible par la densité de Q.

Yo

1.2 Définition des nombres réels

1.2.1 Les données du probléme

(Q,+) est un groupe commutatif (c’est a dire que 'addition dans Q est associative, commutative, admet un élément
neutre 0 et que tout rationnel admet un symétrique dans Q ). De plus, Q est totalement ordonné par <, et dense, c’est &
dire qu’entre deux rationnels, on peut toujours en placer un troisiéme (donc de proche en proche une infinité).

Mais, toute partie majorée de Q n’admet pas forcément une borne supérieure ( S /3 bar exemple) . On va donc créer
R pour remédier a cela. On dira alors que (R, +) est un groupe parfait.

1.2.2 Sections de Q

Les coupures de Dedekind sont volontiers appelées aujourd’hui des sections.
On appelle section de Q toute partie S de Q possédant les propriétés suivantes :
1. S £ et S#Q (on dit que S est une partie propre de Q)

2.V (z,y) € Q?, { i ii =y € 5 (notons qu'il s’agit ici de 'ordre défini sur Q)

3. S n’a pas de plus grand élément.
On retrouve ainsi clairement les propriétés vue ci-dessus au cours de la présentation des coupures de Dedekind.

On peut ainsi montrer facilement que S 5 est une section.(les deux premiers points sont faciles, le troisiéme a déja
été démontre).
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Exemple 1.1. Pour tout rationnel r, S, = {z € Q,z < r} est une section

Démonstration
l.r—1€S8. =S5 #getr+1>r=r+1¢ 5, donc S, #Q

reS,=>r<r

y<a =y <r=yec S, (transitivité de < dans Q)

2.V (z,y) GQZ,{

M<r

. ! ! iz
MeQ ;IM e Q, M < M' < r (densité de Q)

3. Par I'absurde, soit M le plus grand élément de S, : {

Ce qui contredit I'hypothése M est plus grand élément de S,

Toute section est strictement majorée i

Théoréme 1.1. Un rationnel qui n’appartient pas & une section majore strictement cette section ; une section étant
différente de Q, un tel majorant existe, et toute section est donc strictement majorée
Soit S une section de Q. Vx € Q,x ¢ S =Vy € S,z > y.

Démonstration

Soit S une section de Q .

Vz € Q, mais ¢ S. Supposons qu’il existe un y de S tel que = < y, d’apres le second point de définition d’une section,
on a alors x € S, ce qui contredit ’hypothése.

1.2.3 Définition de I’ensemble R des nombres réels

On appelle ensemble des nombres réels noté R, ’ensemble des sections de Q. Un nombre réel apparait donc comme un
ensemble infini de rationnels (méme si le cerveau n’en retient que la borne supérieure). Cette définition d’un réel comme
un ensemble permettra de manipuler le nombre réel avec des outils préexistants, ceux de la théorie de ensembles.

1.2.4 Immersion de Q dans R

Il s’agit en fait de montrer que tout rationnel est aussi un réel .

On va établir une bijection entre ’ensemble > des sections de type S, et Q. On pourra alors alors identifier chaque
section de type S, & un rationnel.

Soit la fonction ¢: Q — >

r— S,
Pour toute section S, il existe un rationnel unique r tel que ¢ (r) = S,
L’existence est assuré par la définition de S, = {z € Q : < r} qui impose 'existence de 7.
Pour 'unicité supposons ’existence de deux rationnels r et r’différents, tels que par exemple :
r <71’ et tels que ¢ (r) =@ (r').

D’apres la densité de Q, il existe un rationnel = tel que r <z <r'. Mais alors z < ' = x € S, et r <z =z ¢ S,,
d’aprés le théoréeme 5.1.

Onadoncz € ¢(r) etz ¢ ¢(r') donc ¢ (r) # ¢ (r') ce qui contredit 'hypothese.

D’ot I'unicité de r et la bijectivité de la fonction ¢. On peut donc identifier r et S, et considérer qu’un rationnel est
un réel. On dit qu’on a plongé Q dans R ou qu’on a immergé Q dans R
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1.2.5 Ordre total sur R

Les nombres réels étant des ensembles, on va définir une relation d’ordre naturelle sur les ensembles : 'inclusion.

Lemme 1.2. C est une relation d’ordre. Mais l'ordre n’est en général pas total.

Démonstration
Rappelons que AC B&Vee Ajz € B
- Réflexivité : Ve e Ajzre A= ACA

ACB

BcaA = A = B. C’est la défintion méme de 1’égalité entre deux ensembles.

- Antisymétrie : {

A = B si et seulement si tout élément de A est élément de B (donc A C B) et réciproquement (donc B C A)

ACBeVreAxeB

BCcCovVreBacl =VreAxeBdoncxeCet ACC.

- Transitivité : {

Mais cet ordre n’est pas total. {1,2,3} C {1,2,3,4,5} mais {1,2,8} C {1,2,3,4,5} est faux

de méme que {1,2,3,4,5} C {1,2,8} est une assertion fausse aussi.

Tous les ensembles ne peuvent donc pas étre comparés a ’aide de I'inclusion qui n’est qu'un ordre partiel.

Une relation fondamentale |

Définition 1.1. Sy et Sy étant deux réels quelconques (sections de Q), S1 < Sy < S1 C Ss.
On notera S1 < Sy < S1 G S2 (le signe & se lisant inclus au sens strict, donc inclus mais non égal).

Cette relation est une relation d’ordre total |

Théoréme 1.2. < est alors une relation d’ordre total sur R.

Démonstration

< hérite naturellement des propriétés de réflexivité, d’antisymétrie et de transitivité de 'inclusion. Elle constitue donc
une relation d’ordre sur R.

Par contre I'ordre qui est partiel dans le cas général devient total sur R, c’est & dire quand il s’agit de sections de Q.
Il s’agit de démontrer que S; # Se = S1 C Sz ou Sy C 51

I‘lESQ

Tl €S . . .
! Y ooude € Q, { ¢S Ces deux cas sont identiques, seul le premier sera
1 1

En effet, S; # 5o = dz1 € Q,
S amen] 1EY

traité.

x1 ¢ So donc x1 majore strictement Sy d’ou : Vag € So, 29 < a1

To < X1

o € 5, = x5 € S et donc Sy C 5.

Donc Vg € Sz,{

Le second cas non traité aurait amené S; C S2.0n a donc bien S; # S = 51 C So ou Sy C 51
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L’ordre ainsi défini correspond-il & I’ordre intuitif entre les nombres 7 Si on trace la droite numérique et qu’on considére
les sections comme des demi-droites infinies "vers la gauche", le nombre réel est alors 'extrémité (non incluse) droite.
On a bien cette notion d’inclusion pour les demi-droites qui correspond & ’odre naturel concernant les nombres qu’elles

définissent.

Densité de (R, <) i

Théoréme 1.3. (R, <) est dense ce qui signifie que ¥V (S,5") € R tels que S < §',AS" e R: S <87 < 5’
entre deux réels distincts on peut en "placer” un troisiéme.

r

i
(nrp
mrm

Démonstration
S<S8=85¢S.
res’

:>E|7“€Q,{ ré S

Mais r n’est pas le plus grand élément de S’ (qui n’en posséde pas) donc

I e S r <r' = S, C Sp(facile A établir) donc S, < S,» remarquons que dans r < 1’ il s’agit de 'ordre dans Q alors
que dans S, < S, il s’agit de 'ordre dans R.

/
L’ordre étant total dans R, S, et S’ sont comparables or T,¢ ST,, donc S,» C §' = S < &
r'e S

DeplusVx e S;r¢ S =r>x
Donc Ve € S,z €S, =5 CS, donc S <8,

Donc en récapitulant, S < S, < S,» < S’ c’est & dire, en posant S” = S, :

V(5,8 eR,S< S =35 eR:5 <85 <8 dou la densité de R.

1.2.6 Densité de Q dans R

Densité de Q dans R i

Théoréme 1.4. Q est dense dans R, c’est & dire qu’entre deux réels quelconques existe toujours un rationnel.

Démonstration

Soit S et S” deux réels quelconques distincts et supposons S < S’ c’est a dire S & S’. On est donc assuré de I’existence
d’un rationnel 2’ appartenant a S’ mais pas a S.

On a presque déja le résultat car on va facilement établir que S < S,y < S’. L’inégalité au sens large étant génante,
on est amené a considérer un 2’ de S’ tel que z’ < 2’ et & montrer que S < S, < 5’
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Ainsi, S < 8" = 3z’ € §',2' ¢ S. (donc 2’ majore strictement S)

Mais S’ n’a pas de plus grand élément ; ainsi, 32" € 8", 2’ < 2/.

Mais, Ve € S,2’ ¢ S =z <2’ < 7.

% Ainsi, Vu € Sp,u < 2’ = u <2’ = u e S, qui prouve que S,» C S,/ ou encore S;r < S,/.

/
Mais comme de plus, { i, ; gz = S, # S, donc d’aprés ce qui précéde S, < S,
‘/LJ

/
. . v<z
% De plus, Vo € S,/,v < 2’. Comme 2’ € S’ qui est une section de Q, { Z,Z g TUE S’

/ !
On en déduit évidemment que S,» < S’, mais comme précédemment, { ZZ, ; 5 = S, # 5" donc S, < 8’
Z/

% Enfin, Vo € S,z < a2’ = x € S, donc S < Sr.

Les trois points qui précédent prouvent que S < s,y < S,y < 8 donc S < S, < §".

On a bien intercalé un rationnel S, entre les deux réels (distincts) quelconques S et S’.

1.2.7 Immersion de (Q, <) dans (R, <)

On a vu que tout rationnel est aussi un réel ; il reste a établir que 'ordre défini sur R, est compatible avec celui défini
sur Q.

11 suffit pour cela d’établir que r < r’' < S, < Sy,

La condition nécessaire est est facile puisque r < 1/ = Va < r,x < r’ donc Vz € S,z € S,» ¢’est a dire S, < Sy

Condition suffisante : S, < S,» = Va € S,z € S,v c’est a dire, Vo < 1,2 <71’

Montrons par ’absurde qu’on a forcément r < r’. Supposons en effet r > 1.

Q étant dense, Ix € Q:r' <z <r = { j;gr qui contredit 'hypothése S, C S,
/r./

1.3 Deux théorémes fondamentaux de ’ordre dans R

Propriété d’une partie non vide et majorée i

Théoréme 1.5. Toute partie non vide et majorée (resp : minorée) de R admet une borne supérieure (resp : inférieure)

Démonstration

Soit E un ensemble de réels non vide majoré, et A 'ensemble des rationnels qui ne majorent pas F.
On va montrer successivement que A est une section de Q (donc un réel), que A majore E et que c’est le plus petit
de ses majorants. Ce sera donc sa borne supérieure

Remarque. Il n’y a aucune contradiction & ce que l’ensemble des rationnels ne majorant pas E (en considérant que
chaque rationnel n’est pas un majorant de E) soit, en tant que section, donc de réel, un majorant de E (c’est a dire
que tous les éléments de F sont inférieurs a ce réel).

1. A#0.
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En effet, £ # () = 35 € E, S est un réel, donc une section de Q. Il est non vide et n’admet pas de plus grand
élément
Donc 3z € S qui n’étant pas son plus grand élément, Iy € S:x <yavecy e S =y € F.
2 ne majore donc pas S et appartient donc & A qui n’est pas vide.
2. A#Q
E étant majoré par Sy par exemple, Sy # Q = Jz ¢ Sy et & majore alors strictement S.

Ainsi, Vag € Sp, z > xg, ¢ étant un majorant de E. On en déduit que x majore E donc x ¢ A.

reA
3. { y<z =>ycA

En effet, x € A = = ne majore pas E. Donc, il existe L appartenant & E tel que x < L.
Or y <z. On a donc y < L et y ne majorant pas E appartient & A.
4. A ne posséde pas de plus grand élément :
Supposons a € A plus grand élément de A. Alors z € A = x < a.
Mais a € A = a ne majore pas E donc 3S € E:a < S (avec S € R)
Cest a dire Jy € S : a < y (avec y € Q cette fois). On a donc z < a <y

Maisa<aT+y<yaveca€Aety€E.

a étant le plus grand élément de A,a < a ; vy ; y ¢ A
a+y
romant { 2 =T —; % ne majore pas £ donc 9+ Y ¢ A. Contradiction.
ye klk

A ce moment de la démonstration, on a établi que A est une section de Q, donc un réel.
5. A majore F

Par I’absurde : supposons qu’il existe x dans E tel que > A. Rappelons que A € R.

D’aprés la densité de Q dans R, g € Q: A< qg<x

Or A< q=q¢ A (puisque A est une section et d’aprés le théoréme 5.1.) majore E.

Ainsi, ¢ n’appartenant pas a A est un majorant de E, ce qui contredit 'hypothése ¢ <  avec z € E.
6. A est le plus petit majorant de F

Par I’absurde encore ; supposons B majorant de F avec B < A.

Par densité de Q dans R,3¢g € Q: B<g< A

mais ¢ < A = q € A, donc ¢ ne majore pas E.

Il existe donc = dans E tel que ¢ < z. Or B < q entraine B < x

Cela contredit I’hypothése B majorant de E.

Remarques. On prouve ainsi que toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure. On démontrerait
sans difficulté que toute partie non vide et minorée admet une borne inférieure dans R. Remarquons de plus que ces
propriétés sont fausses dans Q comme il a déja été vu ci-dessus.
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Propriété carcatéristique de la borne supérieure i

Théoréme 1.6. Propriété caractéristique de la borne supérieure dans R

. p B Vee X,oa < M
Soit X un ensemble de réels, M = Sup (X) @{ Ve>0dveX.o>M—e¢

Démonstration
Démontrons en deux étapes la condition nécessaire et la condition suffisante.
Condition nécessaire : M est un majorant de X, donc Vo € X, o < M
Mais c’est le plus petit, donc Ve > 0= M —e < M = M — ¢ ne majore plus X donc 3z € X,z > M —e.

Vee X,a < M

Ve >0,dr e X,z > M —¢ = M = Sup(X)

Condition suffisante : Montrons que {

Ve e X,x < M = M est un majorant de X.

Soit M’ un autre majorant de X . Supposons M’ < M.

Ainsi M/ < M = M — M’ > 0. Posons e = M — M’ > 0.

La seconde condition indique alors que 3z € X,z > M — ¢, donc > M’ ce qui contredit M’ majorant de X.

On a donc démontré par ’absurde que tout autre majorant de X est supérieur ou égal & M qui est donc borne
supérieure de X.

Remarques. Cela se traduit en francais par : M est supérieur a tous les éléments de X, mais si on retranche une quantité
positive, si petite soit elle & M, on pourra trouver un réel de X supérieur a cette valeur. Cette propriété associée a
I’existence garantie d’une borne supérieure carctérise R et porte en elle la propriété sans doute la plus importante de R :
la continuité.

1.4 L’addition dans R

1.4.1 Deéfinition de la somme de deux réels

L’addition dans Q dans R i

Définition 1.2. Sy et So étant des réels quelconques, on définit leurs somme S = S1 + Sa comme étant l’ensemble
des rationnels pouvant s’écrire comme somme d’un rationnel appartenant o Sy et d’un rationnel appartenant a So.
C’est o dire :

S={z€Q,z=21+2x2 avec x1 € S1 et x2 € Sa}

L’opération ainsi définie correspond-elle a I'addition naturelle de deux réels? Si on raméne une section & sa borne
supérieure, comme cela semble intuitif depuis la définition des nombres réels, on comprend que I’ensemble S aura pour
borne supérieure la somme des bornes sup de S et de 5.

L’addition de deux rationnels considérés comme réels donne-elle le méme résultat que l'addition des deux mémes
rationnels condidérés comme éléments de Q7 Cette question essentielle au sens de la compatibilité et de la cohérence du
propos aura sa réponse dans quelques lignes.
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Opération interne i

Théoréme 1.7. L’addition ainsi définie est une opération interne. C’est & dire que la somme de deux réels est un
réel.

Démonstration

Il faut donc montrer que S est une réel, c’est & dire une section de Q.

*{ S1 GR:>5174®:>E|$1651

S €R = Sy £ = T € S =3dreQ:x=x1+a0aveczi €ES1 etz €Sy =>x€Set S#D

* SleR:Sl#QéﬂxleQetxlgéSl
SQGR:>527£Q=>E|ZL‘2€QQ’C(E2¢SQ

Considérons alors le réel x = x1 + x2. Se peut-il qu’il appartienne a S, c’est & dire qu’il s’écrive x = y; + y2 avec
y1 €S ety €95

Procédons par 'absurde et posons z = y; + yo avec y; € S1 et yo € So

Alors, 21 ¢ S1 = x1 > y1 (Théoréme 5.1) et de méme zo > yo

On en déduit, 'addition dans QQ conservant l'ordre, que x1 4+ z2 > y1 + ya, c’est & dire > x. Contradiction.
Ainsi, z € Q mais x ¢ S. Donc S # Q

* Soit z € S et 2’ € Q tel que 2’ < x, montrons que z’ € S.

Alors, x =1 + 22 avec 1 € Sy et o € Sy dout z —xzo =21 € 53

Ora'<z=a -m<z—22=>2 —22 <31 =2 — 22 €51.

Alors ¢/ = (' — x2) + a2 avec &’ — a2 € S et x9 € Sy donc 2’ € S

% Supposons que S admette un plus grand élément M.

Alors, M peut s’écrire M = x1 + x5 avec 1 € S1 et xo € So

Mais, S7 étant une section de Q, elle n’admet pas de plus grand élément.

Donc il existe X; appartenant a S tel que X7 > x1 et de méme X5 appartenant a So tel que Xo > xs.

Deés lors le rationnel X = X7 + X, appartient & S et est strictement supérieur a M

Ce qui contredit 'hypothése M plus grand élément de S.

1.4.2 Propriétés de I’addition

Associativité et commutativité de ’addition dans R |

Théoréme 1.8. L’addition dans R est associative et commutative.

Démonstration

Ces propriétés sont directement héritées des mémes propriétés de ’addition dans Q.

Par exemple, S1 + 52 = {z € Q,z = z1 + 29 avec 21 € S} et x5 € So}
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et So+ 51 ={x €Q,z =122+ 1 avec x1 € 5] et x2 € So}

Or, dans Q,z2 + 21 = 21 + 9 donc S1 + S2 = S2 + 51

L’addition dans R admet un élément neutre |

Théoréme 1.9. L’addition dans R, admet pour élément neutre Sy c’est a dire VS € R, S+ Sy =5+5=S5
O Sy est défini par So = {z € Q,x < 0}. (Cest le S, avec r =0 et c’est donc le zéro de Q).

Démonstration

Il faut montrer que S + Sy = S'; la commutativité de 'addition fera le reste.
On va donc établir que S+ Sy C Set S C S+ .5

* Vs €S+ S, I (x,20) €S X Sp:s=2x+x
OrzgeSo=>zg<0donczr+xp<x=s<u.

<z

cs = s €S Ainsi, Vs € S+ Sp,s € Sdonc S+ Sy C S

On a donc { 5
T

* Vs € S, S n’a pas de plus grand élément, donc il existe z € S tel que s < z
Donc s —x < 0, c’est a dire s —x € 9.

On peut donc écrire, pour tout s de S, s=z+ (s —x) ol s —x € Sy et x € S.

Donc Vs e S,s€ S+ Sy douSC S+ Sy

Régularité de ’addition dans R i

Théoréme 1.10. L’addition est réguliere dans R, c’est a dire que :
pour tous réels S, 8" et 87, S=8"S5+8 =8 +5"

Démonstration

Condition nécessaire : S=5"= S+ 5" =5 +5”

Démontrons la double inclusion : S = 8" donc Vo € S,z € S’

VeeS+S ,r=5+s avecsc Sets €S .MaissecS=scS dmncrecS+5 etS+5 CS +5”
L’autre inclusion se démontre de la méme manieére et prouve alors I’égalité S + S” = S5’ + 5”7.

Condition suffisante : S+ 5" =5"+5"=5=9

Par 1’absurde, supposons S > 5’. 1l existe donc s € S tel que s ¢ 5.

Dés lors, Vs” € 87, s+ 8" € S+ 57, mais s ¢ S’ et donc majore strictement S’.
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Ainsi, Ve € S,z < s = x + 5" < s+ " (relation d’ordre dans Q)
Donc s + s” majore strictement S’ + S” et ne peut lui appartenir (car une section n’a pas de plus grand élément).

Ainsi s + 5”7 est un élément de S + S” qui n’appartient pas a S’ + S”. Contradiction de ’hypothése.

1.4.3 Immersion de (Q,+) dans (R, +).

Ce probléme est celui de la compatibilité de ’addition définie dans R, avec celle déja définie dans Q. On cherche donc a
démontrer que la somme de deux rationnels considérés comme tels est égale a la somme de ces deux rationnels considérés
comme des réels. On cherche donc a démontrer que S, + S, = S,4,» ou encore que ¢(r) + ¢(r') = ¢(r +r').

Démonstration

Démontrons la double inclusion :

*Sr + Sr’ C S»,‘+T/

_ , se S, s<r
En effet, Vx € S, + S,z = s+ s avec{ §e S é{ o <y

On en déduit que s + s’ <r+71" =2 € Spyp

*Syirr C Sy + Sy

r+1 —x r+r -
Va:eSy.+rr,x<r+r':>r+r'—x>02>#>Od0nc —#<O
r+r —x r4+r —x

r—#<r T—TCST
On a donc L ortr—g / = L or4r—g

- <r r———"C Sy

2 2
r+r —x r+r —x . . .

Orxz=r— — 4+ 7’ — ——— g’¢crit donc comme somme d’un rationnel de S, et d’un rationnel de S,». On

en déduit donc que z € S, + Sy

1.4.4 Opposé d’un nombre réel

Comment définir 'opposé d’un nombre réel 7 Le premier cas facile est celui ou le réel est rationnel, c’est a dire dans
le cas d’une section du type S,.

La compatibilité impose de poser —(S,) = S_,.

Dans le cas d’un irrationnel, c’est & dire d’une section ne pouvant pas se mettre sous la forme S,., un schéma permet
de mieux comprendre :

Les parties grisées (I'une infinie "vers la droite", Pautre "vers la gauche") sont symétriques par rapport a 0. Les
éléments de —S' correspondants par symétrie aux réels n’appartenant pas a S. On a donc envie de penser que —x € —5
si et seulement si z ¢ S.

Cette nouvelle définition ne convenant pas au cas d’une section de type S, car r ¢ S, donc —r devrait appartenir a
—S, c’est a dire a S_,., ce qui n’est pas le cas. On est donc obligé de conserver une définition en deux points :
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Opposé d’un réel i

Définition 1.3. L’opposé d’un nombre réel S est défini par :
- S S est de type S, : =S, =S5_,
- Si S n'est pas de type Sy : =S ={x € Q: —x¢ S}

On montre facilement que dans le second cas, —z € S=z¢ —Setx e S= -z ¢ -5
Il reste & prouver que ’ensemble ainsi défini est bien une section (donc un réel),

puis que S+ (—=S5) =-S5+ 5 =Sy élément neutre de 1’addition.

L’addition dans R admet un élément neutre |

Théoréme 1.11. L’opposé d’un nombre réel est un nombre réel

Démonstration

Déja démontré dans le cas d’une section de type S, puisque S_, est une section.
Dans lautre cas : Soit .S une section de Q qui n’est pas de type S,

*x S#Q=dreQz ¢S Maisz ¢ S=-z€-5=-5#0

* S#0)=3FzeS Maisz e S=—2¢-5=-5S#£Q

*{ xyES—xS { 7_5 f fy & { :;j gst:;n majorant strict de 5 = —y est un majorant strict de S
On a donc —y ¢ S et donc y € —S.

% Supposons que —S admette M pour plus grand élément. Montrons qu’alors —S = {z € Q,z < M}
En effet, Vo € =S,z < M puisque M est le plus grand élément de —5

< M

Me—§ = x € —S d’apres le point précédent.

Réciproquement, {

Ainsi, x € —S < o < M, d’ou le résultat annonceé.
Orze-Se—x¢Sdou—x¢S<ax<Mdont la négation est :

r>M& —xe€Souencore, —x € S >Mdonc —z €S —ar<-M

Qui prouve que S est une section de type S, et donc qui contredit ’hypothése.

L’addition dans R admet un élément neutre |

Théoréme 1.12. Pour tout réel S, S+ (—=S) = =S+ 5 =Sy élément neutre de l’addition.
Tout nombre réel S admet un symétrique pour l’addition appelé opposé de S. C’est le réel —S

Démonstration

La commutativité de ’addition permet de ne démontrer qu’une seule égalité.

1. Cas d’une section de type S, : Sy + (—S,) C Sy (rappelons que —S, = S_,).
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*{ Vo € S,z <1 sz+y<0=xz+yeS

Yye =S,y <-—r
% Vxg € So,z0 < 0= 3 <0
Onadoncr+ 2 <r=r+2¢cS8,
—r+ R < —r=-r+9ecS,
On a donc, Vag € So,z0 = (r+ %)+ (—r+ %) = So C Sr + 5,

2. Cas d’une section qui n’est pas de type S;.

Ve e S
*{‘v’ye—S,—y¢S =>-—y>r=>c+y<0=z+y €Sy Donc S+ (-95)C S

% Pour montrer que Sy C S + (—5), nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 1.3. Vzy € Sp, 3z € S:x —x9 ¢ S. Clest a dire que pour tout xo négatif, en s’approchant suffisamment de
la borne supérieure de S, on est certain qu’en retranchant xo < 0, on "tombera" & droite de la borne sup.

Démonstration
Par l’absurde supposons que Yxr € S,x —xg € S

Alors, x —xg € S = x —x9 — 19 € S et par récurrence, * — nxg € S pour tout n.

‘ T—z
Or pour z ¢ S, soit n > .
Zo

Alors, nxg < x —z (car xp < 0)

T —Nnrg > 2
Donc{ z ¢ S (donc majore S) = @ —nao ¢ 5

D’otu la contradiction

Des lors la démonstration est trés simple : Vag € Sp,Jz € S:x —2x9 ¢ S = x9g—z € =S

Dot zg = (zp — x) + = s’écrit comme somme d’un élément de S et d'un élément de —S

Ainsi, Sop C S + (—5) et la double inclusion démontrée prouve bien que S + (=5) = Sy
Proposition 1.3. Un nombre est négatif ou nul si et seulement si son opposé est positif ou nul

Cette proposition s’écrit encore S <0<« —S >0ouencore S<0<=0< -5

ou en termes d’inclusions : S C Sy < Sy C —S.

Démonstration

Condition nécessaire : S C Sy = Sy C —S5
Suposons g € Sy mais xg ¢ —S.

Alors, g ¢ =S = —29 € S. Or S C Sy donec —xg € Sp.
Mais alors zg € Sp et —zg € Sp est contradictoire.

Condition suffisante : So C —S = S5 C Sy
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Suposons s € S mais s ¢ Sy et rappelons que —Sy = S_o donc —Sy = Sy (ou, dans Q : 0 = —0!!!!)

se s —s¢ =S —s¢ -8
A10r87{8¢30 :>{S€S() :>{ —s €8

Corollaire. V(a;b) e R?2,a<b< —b< —a

ce qui contredit ’hypothese Sy C —S

En effet, V (a;b) € R?,a < b+ a—b < 0 en ajoutant —b & chaque membre.
S —(a—0b)>0

< b—a>0enremarquant que a —b+b—a=0doncb—a=—(a—0b)
S —a > —b
& —b< —a

1.4.5 L’ordre dans R est compatible avec 1’addition

Compatibilité de la relation d’ordre avec ’addition dans R i

Théoréme 1.13. S et S’ étant deuz réels quelconques, alors VX e R,S+ X < S+ X & S <Y

Démonstration
Condition suffisante : S < S’ & S cC S’
SVse Sse S deslors, Vye S+ X,A(s,2) e Sx X:y=s+z

Mais appartient aussi a S’, donc y s’écrit comme somme d’un élément de S’ et d’un élément de X. Il appartient donc
as +Xx.

Ainsi S+ X Cc S +zxdouS+X <5+
Condition nécessaire : Tout réel admet un opposé. Soit —X 'oposé de X.
D’apres la conditon nécessaire ci-dessus, S+ X <S5+ X =S5+ X - X <SS +X - X

=5<95

1.5 La multiplication dans R

1.5.1 Deéfinition

Nul ne s’étonnera du fait que le produit de deux réels dépendra des signes de ceux-ci. Ainsi, sera d’abord défini le
produit de deux réels positifs. Les autres cas seront définis & partir de celui-ci.

Produit de deux réels positifs i

Définition 1.4. Le produit de deux réels S et S’ positifs (c’est a dire S > Sy et S’ > Sy) est défini par :
SxS={z€eQ :z=zx' ouze SNQ™ et 2’ € ' NQT™*}UQ". noté aussi SS’
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Remarques. Ce produit répond-il a ce qu’on en attend ?Voyons par exemple que 2 x 3 = S3 X S3 = Sg.

En effet, Sy x S35 est d’apres la définition ci-dessus constitué des rationnels négatif et des rationnels positifs obtenus
en faisant le produit des rationnels contenus dans |0; 2[ par ceux de ]0;3].

Le nombre ainsi obtenu est donc un rationnel de ]0; 6[.Ainsi, So x S5 est la réunion de Q™ et des rationnels de 0; 6[;
c’est bien Sg.

La multiplication dans R i

Définition 1.5. Terminons la définition pour les réels de signes quelconques
AsiS>SyetS <Sp:Sx8=—-(Sx(-95))
AsiS<SpetS >85:5Sx85=-(-95)x9)
AsiS<SpetS <S5:5x8=(=8)x(-9)

La multiplication est une opértion interne dans R i

Théoréme 1.14. Le produit de deux réels est un réel

Démonstration

11 suffit de démontrer ce théoréme dans le cas ou les réels sont positifs. Dans les autres cas, il sera facile de conclure
en utilisant le fait que 'opposé d’un réel est un réel, puis le fait que le produit de réels positifs est un réel.

1.Q - CSY=85#0

2 (S£Det S>S5))=Fzx ¢ S,2>0
"l (S #£Det "> Sy) =T’ ¢ 5,2 >0

Montrons alors que z = za’ ¢ S5’

JyesSnQtt

_ !
W esnQt T ETW

En effet, z € S5 = {

/ !

. x ¢ S A / !
Malsalors,{yes :>a:>yetdememe{y,65, =z >y
z>y>0 , , .
On a donc { P>y >0 = zz’ > yy' donc z > z. contradiction.
. xz e Sy ,
3. Soit { yeQy<ax montrons que y € SS

Siy<0,alorsye Q- = yeSY

Siy>0,alorsz €SS =3sc SNQT* et Is’ € ' NQT* tels que z = ss’
Ory<z=y<ss =y=ss —qavecqgec QT

On peut toujours supposer s < s’ (sinon on inverse les roles) et y = s (s' - g)
Orq>0,s>0donc%>0et s’f§<s’doncs’f%€S’.

Comme s € S, y s’écrit comme produit d’une rationnel strictement positif de S et d’un autre de S’.

Donc y € S5’
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4. SS’ n’a pas de plus grand élément.
Supposons que ce plus grand élément existe et ,notons le M.

ImeSNQT*

i !
Im’ € SNQ+ tels que M = mm

Alors M > 0 et {

IneSNQT:n>m

/ 9 214 / !
Or S et S n’ont pas de plus grands éléments, donc { I € SNQT 0 > m! =nn' €858
de plus { 7? i g, = nn' > mm’ qui contredit le fait que M = mm’ est plus grand élément de S.S’.

1.5.2 Propriétés de la multiplication dans R

Pour étre absolument rigoureux, il faudrait envisager tous les cas possibles pour les signes des différents opérandes.

Le plus souvent il sera envisagé le cas S > Sy et S’ > Sp, les autres cas étant laissés aux bons soins du lecteur, qui
n’aura en général qu’a utiliser les propriétés de 'opposé d’un réel.

Commutativité de la multiplication dans R i

Théoréme 1.15. La multipliplication dans R est commutative
c’est a dire V (S,5') e R?,88" = S'S

Démonstration

Il faut démontrer la double inclusion S5’ C S’S et S’S C SS’.
Vze S xS,

AsizeQ =ze8'S

Asiz>0,IxcSNQT, ' € 9 NQT*, 2z = a2

mais la commutativité de x dans Q permet d’écrire z = 2’z = 2z € S'S.

On a donc bien S x S’

L’autre inclusion se démontre exactement de la méme maniére

Associativité de la multiplication dans R i

Théoréme 1.16. La multipliplication dans R est associative,
c’est a dire V (S,5',5") € R?,(55") S” = 5(5'5”)

Démonstration

La démonstration est en tout point analogue a la précédente sauf qu’au moment d’utiliser la commutativité de x dans
Q, on utilise ici son associativité.
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Distributivité de la multiplication sur 1’addition dans R i

Théoréme 1.17. La multipliplication dans R est distributive par rapport & l'addition,
c’est a dire ¥ (S,5,57) € R3, S (5" +87") =85+ 85" et (S+85)8" =S58 + 5'5”.

Seule sera démontrée la premiere égalité, la seconde découlant alors de la commutativité de x.

Démonstration

La encore supposons S, S" et S” positifs. alors S5’ + 585”7 > 0
Vze S (S8 +57)

!
Asize@;»{ j:gg Or S’ + 85" >0, donc z € SS' + SS”

Asiz>0dze€eSNQ™ et e (S+S5")NQ™: 2z =uay
Orye(8+8")NQ™* =3 e NQ et I3 € S"NQT™ 1y =5 + 5"
Donz=xz(s+s")=2z=uxs+zs” (distributivité dans Q)

avec xs’ € S’ NQT* et zs” € SS” NQT*.

D’ou le résultat.

La multiplication dans R admet un élément neutre i

Théoréme 1.18. Sy est élément neutre pour X dans R
Cest & dire VS € R,SS1 =515=5 avec S; ={x €Q: 2 <1}

Démonstration
La commutativité permet de ne démontrer qu’un double inclusion. De plus, 14 encore, la démonstration n’est proposée

que pour S > Sy
* Vz € S5,
Soit zeQ et z€ S
Soit z>0etIs€ SNQT et 357 € S, NQT* : 2 =559

Onaalorsz<spuisque51<1.Or{ i;; =z€8

On a donc bien dans tous las cas : §5; C S

* Vz e S,

S n’ayant pas de plus grand élément, il existe 2’ € S tel que 2’ > 2.
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De plus, S > Sy. On a donc 2’ > 0.

Z:ZIXE Z:Z/Xé
Mais alors, Z = s %
0<z<? 0<— <1

z

z
z s’écrit donc comme produit de z’ € S et de — € 51. Donc z € SS1 et S C 55
z

1.5.3 Inverse d’un réel non nul
Définition

Comme lors de la définition de I'opposé d’un réel, nous allons définir un ensemble de rationnels de telle sorte qu’il ait
les caractéristiques attendues de 'inverse du réel considéré; montrer ensuite que cet ensemble de rationnels est bien un
réel (section de Q) et enfin, montrer qu’ils’agit bien de I'inverse au sens usuel du terme, et que chaque réel non nul admet
donc un inverse.

Tout comme pour I'opposé, on sera amené a étudier séparément les cas S rationnel (section de type S;) et le cas S
non rationnel.

Intuitivement, inverse de S, esr Si, pour r non nul.
-

1 1 1 1
Dans l'autre cas, les éléments de —= devront vérifier x < E donc = > /2, c’est a dire — n’étre pas élément de S /3
x x

V2

D’ou I'idée de définition qui suit :

Inverse d’un réel non nul |

1
Définition 1.6. Soit S un réel non nul, on définit un ensemble de rationnels noté — 3 par :

1
* Si S est de type Sy, g S1 (pour r #0)
S T
* Si S > Sy nest pas de type S, % = {x cQ*t: é ¢ S} uQ~

. 1 1
*SZS<SQ,§:—<—S)

Remarques. 1.11 est évident que cette déﬁnition n’aura d’intérét qu’aprés avois démontré qu’elle est bien une section de

1
Q, et que le réel ainsi défini vérifie bien S x § =3 x S =205.

2. La seconde définition pourrait "presque" convenir aux rationnels.

1 1 1
Eneffet, z€ S1 =os<-=—-—>r=—¢5,.
r x x

T

1 1
Cependant, d’aprés la seconde définition, r ¢ S, = — € S 1, ce qui permettrait & — d’étre le plus grand élément de
r
Sl qui ne pourrait plus étre un réel. Le premier point de la deﬁnltlon permet d’ exclure ce terme génant ; une définition

en deux points est donc bien une nécessité.
1 1 1
3. Dans chacun des deux cas — € S =z ¢ 3 Cela permettra, quand on aura démontré que = est un réel, de montrer
x

facilement que 'inverse de — est S.

S
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1
Proposition 1.4. Pour tout réel S non nul, l’ensemble — défini ci-dessus est un réel.

S
Démonstration

. . . . 1 . .
Dans le premier cas, aucune démonstration n’est nécessaire puisque — est aussi du type S, donc une section de Q.

S
Pour le second cas, c’est a dire si S n’est pas du type S, il suffit de démontrer la propriété pour S > Sy, le passage

. . . . 1
aux valeurs négatives étant facile puisque si S < Sy, =~ ) .

-5
1 ) , 1 D ) N T
Or —S§ > 5y donc 3 est un réel, et son opposé — 3 est lui-méme un réel. D’ou le résultat.

Soit donc une section S qui n’est pas de type S, et telle que S > Sy ; (on aurait pu écrire soit un réel S irrationnel et
strictement positif)

1. Q’C%:»EI:UEQ,&:%SDOM%#@.

1
2. Montrons que S > Sy = vz € S =y E l
VyeQy<a s

., .. . . . 1
Procédons par disjonction des cas concernant les signes respectifs de x et y pour montrer que y € 3

1
*xSOetygxéySO.DoncyeQ_:>y€§.

x>0 _ 1
*{ygo =9ye€Q =>y€§

1
* z>0 . Alors, xeg :>l§éS,dochs€S,i>s.
y>0 x>0 z z

1 1 1 1
Sis=0,->=->s=>-¢S=>y€—
y oz Yy S

1 1
Sis#0,—>s=x<—.
x s

1 1 1 1
Ory<z,doncy<-=—>s,donc— ¢ Setyec—.
S y y S

1
4. Démontrons par ’absurde que 3 n’admet pas de plus grand élément.
1 1
S>8 donc=¢S=->0=z>0(zcQ)
x x

1
Soit M le plus grand élément de 3

1 1
M e 57 ¢ S donc i majore strictement S

1
Or S > Sy donc 0 appartient a S. On en déduit que i >0

1
Soit alors un rationnel s de S. Montrons qu’alors il existe un autre nombre M’ < M tel que s < ik Il sera pour cela
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nécessaire de discuter suivant le signe de s.

Vse S 1
Vse S s<i Vse S 1
*{ s> 0 :»{ $>j\6[ :»{ 5> 0 ,;>M>0

1
D’aprés la densité de Q,3dM’ € Q, 5 >M >M

. . [ VseS 1 , 1.
A1n31{ s> 0 ’§>M >0¢3<M81s>0 (2)

1
(1) et (2) prouvent par disjonction des cas que W majore strictement S

1 1
DOHCM¢S:>MI€§.

1
Ainsi M’ est un ¢élément de = plus grand que M. Contradiction.

1 n
Lemme 1.4. { Ovj:fi@l la suite (uy,) de terme général u, = <—> est croissante non majorée.
T
Démonstration
1 n+1 1 n
1. (uy) est croissante.En effet, pour tout n € N, upq11 — up = (—) — (—)
T T
1\" /1 1 1
Donc vp41 —up = | — ——1].0r0<z<1l=—->1donc——1>0.
T T T T

On a donc bien uy,+1 — u, > 0 et la suite est croissante.

2. Pour montrer que (u,) n’est pas majorée, on va écrire é =1+a (a > 0) et établir par récurrence que pour tout n
entier naturel, u, > 1+ na (inégalité dite de Bernouilli)

Soit P, la proposition u, > 1+ na

Initialisation : ug = 1. Py s’écrit alors 1 > 1. Vrai

Hérédité : supposons P, vraie, c’est a dire u,, > 1+ na

Alors tps1 = (14a)" = (14a)" (1+4).

Ainsi, d’apres 'hypothese de récurrence, u,+1 > (1 +na) (14 a)

C'est a dire u,q1 > 1+ a+na+na®>>1+a+na

On a donc bien u,41 > 14 (n+ 1) a qui prouve que P, 1 est encore vraie.

Remarques. On a donc démontré que (u,) croissante non majorée tend vers +oo (attention, on est dans Q). Ainsi, tout
famille de termes de cette suite ne peut étre bornée qu’a condition de ne comporter qu'un nombre fini de termes (sinon,
n tendant vers 400, la famille ne pourrait étre bornée). C’est cette remarque qui sera utilisée dans la démonstration
suivante.
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Tout réel non nul admet un inverse |

Théoréme 1.19. Tout réel non nul admet un inverse, c’est & dire :
VS eR*, IS e R: 55 =5'S =5 (élément neutre de X qui pourrait étre noté 1).

Ce nombre S’ n'est autre que 3

Remarques. 1. Nous commenceront par démontrer ce théoréme dans le cas d’un réel strictement positif. Ayant ainsi
démontré que tout réel strictement positif admet un inverse, pour tout réel S < 0 (on pourrait écrire S < Sp), son opposé
—S > 0 admet un inverse S’ tel que (=S5)S" = 5" (-95) = 5.

Or (—=5) 8" = S (=) et §' (=) = (=5") S.

Ainsi §(=8") = (=9') S = S1 prouve que le réel stictement négatif S admet un inverse —S’ ( opposé de l'inverse de
lopposé de S).

2.11 faudra démontrer ce théoréme dans le cas d’un réel rationnel puis dans l'autre cas.

1 1
3.1l faudra enfin a chaque fois démontrer la double inclusion S x 3 CSpet S CSx 5

Démonstration

Tout réel de type S,..avec r > 0 admet un inverse

*S,«xSJ; C S

STXS% :{zEQ cz=z2x' onx €S, NQT* etx’ES%ﬂQ”}UQ’
VzGSTXSi,(z:a::E' otz €S, NQT* etx'eSiﬁQ“‘*) ouzc Q-
siz € Q alors z € 5y

si z = z2’ avec x € S, NQT* ethSiﬂQJr*
alorsz:asas'ave00<a:<ret0<a:'<%etainsi,asa:'<1

On en déduit que z € S; d’ou 'inclusion attendue.

1
* 51 C S, x —
1 T SJ.
I
Vx1 € S1,21 <ldoncIzc Q¥ zy <2< 1
T 1
Alors,xlzzrx—lx—
z 7
Or z<1 =z2r<r=2zre€fs
z2€Q et r >0 "
x
ot § LS = 71<1 sul a1y
zeQtetr >0 >0 z o r o z 7y

Ainsi, tout élément x1 de Sy s’écrit comme produit d’un élément positif de S, et d’un élément positif de S1. D’ou
T
Iinclusion annoncée.
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Sy xS1CS;

On a donc S1C5r><5i =>S7.><S¢:Sl
1

La commutativité de x montre que S, x S1 = S1 x S, = 57 qui prouve donc que :
T T

Tout réel strictement positif de type S, admet un inverse : Si |.
T

Idée de la démonstration dans le cas d’un réel strictement positif qui ne peut pas s’écrire
sous forme S, (donc irrationnel) : cherchons par exemple I'inverse du réel 10. (il n’est pas trés logique de
prendre ici un rationnel, mais ce nest pas génant et plus facile & comprendre)

1
On cherche donc & démontrer que S x = C 51 (ce sera immeédiat et je n’en parle pas ici), mais surtout que

51 C S x c’est & dire que tout réel inférieur & 1 peut s’écrire comme produit d’un rationnel de S (donc

L
a 1 1
< 10) et d’un rationnel de 3 (donc < 1—0)

1
Prenons donc un élément x de Sy par exemple x = 3
n

1 1\" 1
Alors — =2 = (—) = 2™ et les termes de la suite (—) = 2™ finiront bien par étre supérieur & S = 10.
T T T

Il en est ainsi, a partir de n = 4.
On a donc 22 plus grand élément de la suite appartenant encore a S (donc < 10).

11
Ainsi, 24 > 10=24¢ S = — € —.

24 - g

11 1 1.1
Onendéduitquea::§:1—6><8:?><23avec %éeg
Donc z € 5 x S et par commutativité de x,z € S x 5

. 1 1
Ams151C§><Set51CS><§
Ceci n’est bien str pas une démonstration, mais c’en est 1'idée.

Démonstration

1
% Démontrons d’abord la premiére inclusion :S X 3 c 5

?

1

e = 1 1

{ vl € S ,— &S = — majore strictement S
>0 7T x

1
Ainsi, Vo € SNQ™*, = >z = xa’ < 1 (puisque 2’ > 0)
x

. 1
Ainsi, Vo € SNQT*, V2’ € 5 NQT a2’ € 5.
Il reste a considérer les cas :
<0, >0= za’ <0donc zz’ € 5;.

x>0,2' <0 = 2z’ <0donc zz’ € 5.

1 .
<0,/ <0= 21 =(—x)(—2') avec —z € SNQ"* et —2' € 3 NQ** qui raméne au cas précédent.
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1 1
La commutativité de x prouve donc que S x = C S7 et = x S C 5;.

S S
) . 1
% Démontrons maintenant que :57 C 3 x S.

Supposons S > Sy .

1 1\"
Vre $1NQT,0 <z < 1=~ >1et daprés le lemme précédent, la suite de terme général (—) est croissante et
x x

non majorée.

K k
Soit ’ensemble E = {zeS:erN,z: (i) }-etA: {keN,zz (i) ES}

D’aprés ce qui précéde, si ses éléments sont en nombre infini, £ ne sera pas majoré.
Or FE est manifestement minoré par 1 et majoré par tout élément y n’appartenant pas a S.
En effet, S # Q = Jy ¢ S qui donc majore strictement S et par conséquent majore strictement E.

E est donc majoré ce qui prouve que ses éléments sont en nombre fini. Il en va donc de méme de A (si A admettait
une infinité d’éléments, il en serait de méme de F). Ainsi A est non vide (S > S; donc 1 € Setdoncl € E=0¢€ A)

et comporte un nombre fini d’éléments. Il admet donc un plus grand élément N (propriété d’une partie non vide et
N

1\" 1
majorée de N) et, la suite (—> étant croissante, (—) sera le plus grand élément de F.
x x

Ny N+1
Alnsi, <—> €S et <—> ¢ S (la suite est croissante).
T T

1
Donc W ¢S:>SCN+1 € g

1 1 1
On a donc Va € §; NQT*, 2 = a1 x — avec — € Set 2VF1 € <.
x x S

1 1 1
Donc S; C 5 S et par commutativité de x : 2 = — x 2Nt = §; C S x 3
x

Supposons maintenant S < S7 .

On n’est plus certain que 'ensemble E précédemment défini n’est pas vide. Par exemple, aucun élément de S1 ne
2
. 1
peut étre écrit sous forme 3* (correspondant a z = 3 € 51)

On est alors amené a conduire le méme raisonnement que précédemment avec 'ensemble F' défini par F' =
k k
1 1 1 1
z€—=:dkeNz= (- et B=<keNz=—-] €=
S T T S

1 1
Eneffet,5<51¢1¢5’:>1:1€§ilEFetOEB

Ainsi, F' est non vide, minoré par 1 et majoré par tout élément n’appartenant pas & — donc par tout élément de S.

S

1 1 1
En effet, 3 #Q=3y¢ 3 qui donc majore strictement — et par conséquent majore strictement F. F' est donc majoré

ce qui prouve que ses éléments sont en nombre fini. de méme que B qui admet un plus grand élément N.

N
1

F admet donc un plus grand élément <—> .
x
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Ny 1 Nt
Ainsi, (;) €3 et (;) ¢ 3 (la suite est croissante).

1 1
R N+1

Donc NI ¢S:>a: es.
1 1 1

On a donc Vz € $; NQ™, 2 = 2N x — avec — € < et ¥ € S
T T S

1 e 1 N+1 1
Donc S; € S x 5 et par commutativité de X:1x=—5XT :>51C§ X S.
T

1 1
On en déduit finalement que dans tous les cas, Sy C S x = et S C = x S.

S S

1 1
Ayant établi par ailleurs que S x 3 C 51 et 3 x S C 51, on est assuré que :

12516th5251.

SXE S

Donc tout réel strictement positif irrationnel admet un inverse : —

S

Ayant déja démontré la propriété pour les rationnels positifs, on en déduit que tout réel strictement positif, (rationnel
ou non) admet un inverse.

D’aprés la remarque du début de paragraphe, il en est ainsi pour tout réel non nul, quel que soit son signe.

Conclusion : Dans R, la multiplication est associative, admet un élément neutre, et tout réel admet un inverse. (R, x)
est donc un groupe.

La multiplication étant commutative, (R, X) est méme un groupe commutatif.

La multiplication est réguliére dans R i

Théoréme 1.20. x est réquliere dans R c’est a dire que V(5,9") e RZVX e R*, SX =9'X & S =9

Démonstration
B La démonstration sera d’abord faite pour S, S’ et X positifs.
Conditon suffisante : Soit & montrer que V (5,5’) € RZ,VX e R*,S =9 = SX = §'X

On peut remarquer que la condition suffisante est encore vraie pour X = 0; c’est la condition nécessaire qui est mise
en défaut.

On cherche & démontrer la double inclusion SX C S’X et S'X C SX.
Vy € SX, de deux choses I'une :
* soit y < 0=y € S'X (puisque S’ X contient Q™)

* soit y >0=3Js€ SNQT*, Iz € X NQT* tels que y = sz.

Mais S = 8" = s € &’ NQ** donc y s’écrit comme produit de deux rationnels positifs, I'un appartenant a
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S’, Vautre & X. On a ainsi prouvé que y € 8’'X
Par disjonction des cas, on en déduit que SX C S'X.
Une démonstration similaire permet de prouver I'autre inclusion, donc I'égalité.
Conditon nécessaire : Soit 4 montrer que V(S5,5") e R2,VX e R*, SX =5 X = S =9
X étant un réel non nul, il admet un inverse X ~'. Ainsi, en utilisant la condition suffisante précédemment démontrée,
SX =58X = (SX) X! =(5X) X1, donc, en utilisant I’associativité de x : S = 3.
WSiS>05>0et X <0,alors SX =—(5 x (—X)) et ’X = —(5" x (—X)).avec cette fois, S,S5" et —z positifs.
Or d’apres ce qui précede, S x (=X) =959 x(-X) & S=9".
Mais on sait que V (z,2') € R%, z =2’ & —z = —2'. Ainsi SX = 'X & —(S x (—X)) = —(9' x (-X))
& (5% (=X)) = (5" x (=X))
& 85=5.

Les autres cas sont laissés & la charge du lecteur.

Ordre et multiplication dans R i

Théoréme 1.21. V(5,5) e RYX e R™ SX <X & S< 9
V(5,5 ERVX R SX <X & §> S

Démonstration

Démontrons la premiére affirmation de la méme maniére que dans le théoréme précédent.
Pour ce qui est du cas X < 0, on sait que —X > 0 donc dans ce cas, SX = — (S x (=X)) et §'X = — (5" x (—-X))
SX<SX & —(Sx(—X))<—(9 x (X))

& 5 x (—X) <8 x (—X) d’apres le corollaire de la proposition 5.3. ci-dessus.

& S’ < S en utilisant la premiere affirmation puisque —X > 0.

1.5.4 Immersion de (Q, x) dans (R, x)

On cherche & démontrer la compatibilté de la multiplication dans R avec celle définie sur Q.
On va donc établir que V (r,7") € Q, Syr = Sy X Sy
11 va falloir discuter sur le signe des rationnels r et r’, et dans chacun des cas établir la double inclusion.
1.7 >0 et ' > 0. Rappelons que S,,v = {z =¢q¢ avec € Q™* N S, et ¢ € Q™* NS, }UQ™
O Sp xS C Sy En effet, Vo € S, x Sy
Soit x <0 =2 € Sy

O<g<r

/ /
0<q <1 =0<qq <rr

Soit z > 0 et x = qq’ avec {
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C’est a dire x € S,v. Ainsi, Va € S, X S, x € Spv done S, X S0 C Sy

x <rr T
O Sy €S, x Sy En effet, VCL‘GSMJ,{ >0 =>W<1
Soit £ <0 donc z € S, x S,

Soit > 0. Par densité de Q, on peut choisir un rationnel positif z

i < < 1
tel que < rr’ : (M)
z>0

rr'z

x x x x
On a alors : ¥ = —— X r X et d’aprés (#) — <z2=—— <1= —— xr <rdonc —— xr € S,. Comme
rr Tz Tz Tz

. X T
de plus, z,r, et r’ sont positifs, —— x 7 >0 donc — xr € 5, NQ*T*
rr'z rr'z

/ !/ ,),,/Z

z<1 Tz .
=rr'z < rr’ = < 7' donc € S,set la encore

r>0etr >0

et, toujours d’aprés () {
S NQT*

Ainsi, Vo € S, x 8’écrit comme produit d’un élément de S, et d’un élément de S,.. Donc S,v C S, X Syr.
2. Si r et v’ sont de signes contraires par exemple : 7 > 0 et v’ < 0. On sait qu’alors S, > Sy et S,» < Sp

Par définition de la multiplication dans R, S, X S,v = — (S, x (=S)).

Or —S,, = S_,. avec cette fois —r’ > 0.

D’aprés ce qui précede, S, x (=Sy) = S, X S_p» = Sy avec Sp_py = S_ppr = =Sppr.

En définitive, S, x Syv = — (Sy X (=Sp)) = — (=Sppr) = Sy
3. Si r et v’ sont tous deux négatifs, S, x S,» = (=S,) X (=S,») = S_, x S_,» puisque —r et —r’ sont positifs.

On a donc encore S, X S, = S, X S,.

1.6 Différences entre 1’ordre dans Q et ’ordre dans R

1.6.1 Introduction

L’ensemble des réls a été construit dans le but de "boucher les trous" que le placement des rationnels laissaient sur
la droite numérique. On a vu comment cette construction a permis de "boucher le trou" de v/2 et en généralisant un
peu, de toutes les racines carrées non entiéres (qui ne sont jamais rationnelles). On n’est cependant pas certain d’avoir
suffisamment complété la droite pour la rendre continue. "As-t-on bouché TOUS les trous 7"

L’ensemble R est dense, mais on a vu avec Q que dense n’entrainait nullement continu. Les paragraphes ci-dessous
vont permettre d’établir que :

* Q est dense dans R, c’est & dire qu’entre deux réel existe toujours un rationnel (déja vu).
% R — Q est dense dans R, c’est a dire qu’entre deux réel existe toujours un irrationnel..

Ce qui est vrai pour des réels quelconques 'est en particulier pour des rationnels ou des irrationnels. On est donc
certain que :

A entre deux réels existe toujours un réel

A entre deux réels rationnels, existe toujours un rationnel
A entre deux réels irrationnels, existe toujours un rationnel
A entre deux réels rationnels, existe toujours un rationnel
A entre deux réels rationnels, existe toujours un irrationnel

A entre deux réels irrationnels, existe toujours un irrationnel
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Il existait donc une infinité d’entiers, une infinité "encore plus grande" de rationnels. Il se trouve que les irrationnels
sont "encore bien plus nombreux que les rationnels", et qu’a force, on a bouché tous les trous. Mais cette continuité de
R n’est toujours pas établie. Elle le sera dans le dernier paragraphe.

1.6.2 Densité de Q dans R

Déja vu et démontré ci-dessus.

1.6.3 Densité de R — Q dans R

Densité de R — Q dans R i

Théoréme 1.22. R—Q est dense dans R, c’est a dire qu’entre deux réels quelconques existe toujours un irrationnel.

Démonstration

On va d’abord démontrer qu’entre deux rationnels distincts quelconques il existe un irrationnel. On en déduira le
théoréme énoncé aprés un raisonnement assez simple.

1. Soit deux rationnels a et b tels @ < b et S un irrationnel (section de Q qui n’est pas de la forme S,.).

Soit de plus ¢ rationnel de S et d un rationnel n’appartenant pas a S (donc ¢ < d).

On peut faire le schéma suivant :

L’idée consiste a trouver une bijection f strictement croissante de [c; d] sur [a; b] et I'image de l'irrationnel S sera un
irrationnel S’ compris entre a et b.

C’est a dire

Soit f la fonction affine définie par : f: Q — Q

b—a ( )+
T = T —c)+a.
d—c
b—a . : N . .
P > 0 donc f est strictement croissante, et bijective comme toute fonction affine non constante. Sa fonction
—c

C . . .
> 0 donc strictement croissante aussi. On

réciproque est aussi une fonction affine, de taux d’accroissement

constate de plus facilement que f(c) = a et f(d) =b.
Ainsi, bijection oblige, ¢ < x < d < a < f(x) < b équivalence qui s’écrit aussia <z <b<c< f~1(z) <d
On montrera aussi facilement que S’ = f(9) < S = f~(5’). (double inclusion).
% S’ est une section de Q.
1.1.5#4Q=>F2cQr¢S=AcQ, f(x) ¢ 5 = 5 £Q.
1.2.5#40 =3z e S=3f(x) € f(S)=Tf(x) €S =5 #0
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ze s ze s . .
1.3. = _ _ car f~1 est strictement croissante.
{y<x {f1<y><f1<x> d
—1
. . es . .
Ce qui s’écrit encore _f () _ = f! € S puisque S est une section
q { f 1 (y) <f 1 (x) f (y) puisq

On a donc y € f(S) c’est a dire y € 5.

1.4. S’ n’a pas de plus grand élément car si M’ était ce plus grand élément, il est immédiat que f~(M’) serait
plus grand élément de S qui n’en posséde pas.

% S’ est un irrationnel, car sinon, S’ € Q = f~1 (S’) € Q puisque 'image d’un rationnel par une application affine a
coeflicients rationnels est un rationnel. D’ou la contradiction.

% Montrons enfin que a < S’ < b.
Ve e Sy,x<a= fl(z)<ft(a)=f1(z)<c= f1(z) € S puisque c € S qui est une section.

Ainsi, z € f(S) et S, C S’ donc S, < 5’ qu'on écrira plutot ici a a < S’

oy =fa) y=[f(z) _ . : :
Yy € 5, { reS = { oo g ~buisque d ¢ S donc majore strictement S.

Orz<d= f(x)< f(d)=y<b=yeS,donc S CSpetS <S8, Donc pour résumer S, < 5" < 5.

Comme de plus S’ est un irrationnel, on est certain que S’ # S, et S' # Sp. d'on S, < 5 < Sp.

Et en revenant aux notation rationnelles, c’est & dire en écrivant a pour S, et b pour Sy, on obtient a < S’ < b. Entre
deux rationnels distincts quelconques existe bien un réel.

2. Montrons qu’il en est de méme avec cette fois deux réels distincts quelconque : x et z’.QQ étant dense dans R, il
existe un rationnel a entre z et z’. Et pour les mémes raisons, un rationnel b entre a et z’. Le point précédent permet
de placer un irrationnel ¢ entre ces deux rationnels. On a donc pour récapituler ces propos : x < a < i < b < z’. Ainsi,
entre les réels distincts quelconques existe-t-il bien un irrationnel.

1.6.4 Le théoréme de Cantor Dedekind - Complétude (ou continuité) de R

Une premiére approche consiste & considérer le théoréme des suites adjacentes de terminale S. On y démontre que deux
suites adjacentes possédent une limite commune. Si on considére des intervalles emboités, qui seront définis rigoureusement
dans quelques lignes mais qui peuvent étre intuitivemet représentés par le schéma ci-dessous : on met en évidence deux
suites adjacentes (a,) et (b,) qui convergent donc vers une méme limite réelle {.

1 1 >

r 1
I
b, b py

[ T
L L
% &

——3
% 3 bs

On voit donc qu’on peut placer les intervalles emboités dans n’importe quelle position, ils définissent une limite
commune qui n’est ni plus ni moins que leur intersection (intersection d’un nombre infini d’intervalles). C’est dans ce
"n’importe quelle position que réside la continuité de la droite numérique, donc de R. Chaque point de la droite pourra
étre la limite d’une site définie comme ci-dessus a 1’aide d’intervalles embpités dont 'intersection est ce point.

Cette approche, pour le moment conceptuelle sera facile & démontrer rigoureusement. Un probléme tout de méme :
la démonstration suppose établi le théoréme des suites adjacentes utilise le théoréme de la convergence monotone lui
méme conséquence de la propriété céréctéristisue de la borne supérieure. Il faudra donc pour étre rigoureux établir ces
théorémes, mais on peut comprendre dés maintenant que la complétude (ou continuité) de R est en fait conséquence de
la propriété caractéristique de la borne supérieure.

On pourra largement passer directement au théoréme de Kantor-Dedekind sans se préoccuper des deux démonstrations
qui suivent seulement destinées a la rigueur du propos. Par contre les définitions premiéres concernant les suites réelles
sont supposées connues.
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Convergence monotone i

Théoréme 1.23. Toute suite crissante (Resp : décroissante) et magjorée (Resp : minorée) converge

Démonstration
Soit (uy,)une suite croissnte et majorée.

11 suffit de considérer 'ensemble E = {u,, € R/Vn € N} (u,,) étant majorée, E le sera aussi et E est évidemment non
vide. Ainsi F étant non vide et majoré, il admet une borne supérieure M. D’aprés la propriété caractéristique de la
borne supérieure, Ve > 0,3u,, € E tel que M — e < up,.

Ainsi, Yn € N, 3ng € N'n > ng = u,, > up, > M — ¢ (la premiére inégalité due a la croissance de la suite).

ou encore, Yn € N,Ing € N'n > ng = M — ¢ < u, < M puisque M est borne supérieure.

La suite (u,,) converge donc vers M.

Suites adjacentes i

Définition 1.7. Deux suites (uy) et (vy,) sont adjacentes si et seulement si l'une est croissante, l'autre décroissante
(un) croissante
et si leur différence tend vers 0. C’est & dire (vn) décroissante

nl{r-ir-loo (un B ’Un) =0

Convergence de suites adjacentes i

Théoréme 1.24. Deux suites adjacentes convergent ves la méme limite.

Démonstration
Soit (uy) et (v,) deux suites adjacentes définies comme ci-dessus.
% La suite (w,,) définie par w,, = v,, — u,, est décroissante
En effet, wp41 — wpn = Upt1 — Unt1 — (Un — Up)
= Un41 — Un + Up — Un41 AVEC Up41 — Up S 0 et Up — Un41 S 0.

% La suite (wy,) est & termes positifs.

(wy,) décroissante ) )
Par ’absurde, supposons wy, <0 lim w, =0 = wy, < 0. la suite étant décroissante, Vn > ng, wy, < wp, <
n—-+oo

0.
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11 suffit de choisir un & < |wy, | pour étre certain de ne jamais pouvoir rendre |w,| < € et (wy) ne converge pas vers 0.
On en déduit donc que Vn € Nyv, —up, > 0= u, < v,

D’otl, compte tenu des monotonies : ug < up < -+ < Up_1 S Uy < v, < -+ < vy <Y

% On déduit de ce qui précéde que (uy,) est majorée (par vg) et croissante. Elle converge donc.

Et de méme, (v,,) est minorée (par ug) et décroissante donc convergente.

lim w, =1L

n—-+oo
Enfin, nET_IFlOO’Un =1L = L = L. Les deux suites ont donc méme limite.
lim (u, —v,) =0
n—-+oo

De plus, vu les monotonies des suites, on montre facilement que Vn € N, L € [uy;v,]. (m~mem principe que pour
démontrer que la suite (w,,) est & termes positifs). La limite apparait donc comme 'intersection de tous les interalles
[tn;vn] . cest & dire L = ﬂ [tn; vn] (intersection infinie).

neN

Intervalles emboités |

Définition 1.8. Deuz intervalles [a;b] et [a';V] sont dits emboités si et seulement si [a’;b'] C [a;b], c'est a dire
a<a <V <b

Théoréme de Cantor Dedekind |

Théoréme 1.25. Soit I, une suite d’intervalles [an; by] emboités de R dont la longueur tend vers 0. On a donc :

Vn e N I,41 C I, o . o
. _ _ Alors, il existe un réel ¢ et un seul commun @ tous ces intervalles. ¢ est la limite commune
hIJIrl (bp, —an) =0
n—-—1+0oo

des suites (an,) et (by)

Démonstration
P>n=an < ap <bp, <bp.Alnsi, ag <ap <ag < <ap <bp--- < by <by < by
Les suites (ay) et (by,) sont donc adjacentes.

On a done, d’apres le théoréme qui préceéde : Jlc € R,Vn € N, a,, < ¢ < by.avec ¢ = lirf an = lirf bn,
n—-+0oo n—-—+0oo

Ainsi Pintersection ﬂ [@n; by] est réduite & {c}.
neN

Conclusion : Cette intersection infinie m [an;by] n'est jamais vide. Il n’y a donc pas de lacune dans R qui est dit

neN
complet.
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1.7 Conclusion

Au risque de lasser le lecteur, revoyons ces notion fondamentales.

On a d’abord créé des ensembles d’entiers (N puis Z) qui réprésentés sur un droite sont "plein de vide". Ce n’est
d’ailleurs méme pas une doite mais un vague ensemble de points (au sens pixel infinitésimal) séparés par d’énormes trous.
Ces ensembles ne sont pas denses, ils sont dits discrets.

L’introduction des nombres rationnels a permis de mettre en évidence la notion de densité, c’est a dire "d’intercalation
a linifini" et impliquant que tout intervalle d’extrémités distinctes, méme ouvert, n’est pas vide (alors que ]2; 3[ est vide
dans Z.) Cependant bien que dense, cet ensemble représenté par des points alignés ne définit pas une droite continue
(méme si les trous sont cette fois beaucoup moins gros). Ces lacunes sont parfaitement comblées, comme le prouve le
théoréme ci-dessus par 'introduction des nombres irrationnels, c’est & dire la création de R.

Dans cet ensemble R, les rationnels constituent un ensemble dense, mais qui laisse la place pour les irrationnels. Leur
nombre est tellement immensément supérieur au nombre des rationnels, que ceux-ci semblent se perdre dans la multitude
des points irrationnels (un peu comme les entiers se perdaient dans la multitude des rationnels, mais d’une maniére plus
flagrante encore). On peut aussi dire que les points rationnels apparaissent comme des points épars de la droite numérique
de telle sorte que si on enlevait ceux-ci, les points irrationnels ne s’en trouveraient pas moins serrés pour autant . Par
contre, si on enlevait les irrationnels, la droite numérique serait presque vide.

Voila ce qui fait la grande différence entre 'ordre de N ou Z qui est dit discret, celui de Q qui est dit dense et celui de
R qui est dit complet (continu).



